
第１４卷　第２期

２００６年４月　　
　　　　　　　　

　 光学 精密工程

　ＯｐｔｉｃｓａｎｄＰｒｅｃｉｓｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
　　　　　　　　

Ｖｏｌ．１４　Ｎｏ．２

　　 Ａｐｒ．２００６

　　收稿日期：２００５１１２２；修订日期：２００６０１１８．

　　基金项目：中科院青年创新基金资助项目（Ｑ０３Ｒ１０Ｚ）

文章编号　１００４９２４Ｘ（２００６）０２０３０３０５

正交基函数多项式实时拟合

在轴角编码器测速中的应用

孟　中１
，２，张　涛１

，２，郑秀筠３，韩松伟１

（１．中国科学院 长春光学精密机械与物理研究所，吉林 长春，１３００３３；

２．中国科学院 研究生院，北京１０００３９；３．吉林省无线电管理委员会，吉林 长春１３００５１）

摘要：提出了一种基于正交基函数的多项式实时拟合方法，并应用于轴角编码器测速，解决了常规算法中拟合多项式阶

数大于３阶时法方程组容易出现病态，进而使测速精度降低的问题。光电跟踪测量设备地面目标跟踪实验表明，该算法

通过对拟合处理后的角度值进行微分运算得到角速率，能有效地降低编码器角度输出中随机误差对测速的影响。在典

型实验条件下，与采用同阶拟合多项式的常规方法进行了比对，前者的测速误差标准偏差为０．０１３４３°／ｓ，后者为

０．０２８１５°／ｓ，采用本算法提高了编码器的测速精度，适合在工程上应用。
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１　引　言

　　在机载光电跟踪测量系统中，常常需要实时

输出跟踪状态下视轴（ＬＯＳ）相对于载体的角度和

角速率信息。一般情况下，该角速率的变化范围

很小，属于低速范围。

由于目前角速率传感元件零位偏置、零位噪

声的制约，低速测量时，常常选择角位置测量元件

（如增量式光电轴角编码器）测速，但是微分环节

的作用放大了编码器角度输出中的随机误差分

量，降低了低速测量精度。如何从低信噪比的角

度数据中滤除噪声，再通过微分算法输出真实的

角速率信息是提高测速精度的关键，有必要选择

一种实时跟踪下的滤波或者预测算法，对编码器

输出角度进行滤波或者预测得到角度信息，改善

编码器的低速特性。

文献［１］～［４］指出，目前对角度测量元件输

出信息的实时处理主要是：限定记忆型最小二乘

（ＬＳ）递推算法。该算法采用多项式拟合（Ｐｏｌｙ

ｎｏｍｉａｌＦｉｔｔｉｎｇ）模型，即采用多项式去实时逼近

数据序列，利用在线拟合的多项式函数值作为滤

波（或者预测）输出，提高测速精度。但是，常规的

多项式逼近（拟合）算法中，多项式模型多为线性

或者二次多项式，这样带来的是方法误差过大，从

而造成了一定的拟合误差；而且，该模型所选用的

基函数也没有考虑法方程（ＮｏｒｍａｌＥｑｕａｔｉｏｎ）组

“病态”对拟合精度的影响。针对上述问题，本文

通过施密特（Ｓｃｈｍｉｔｅ）正交化法，引入一组基函

数，得到正交多项式犙犽（狓）（犽＝１，２，…，狀），避

免了常规拟合下法方程组病态概率高、拟合解误

差大的不足，保证了改进算法下法方程组的良态

性，得到具有较小误差的最小二乘解，提高了角度

滤波（预测）精度，进而也提高了测速精度。

２　多项式实时拟合测速原理

　　选用多项式实时拟合滤波（预测）是根据足够

多的编码器输出样本（或编码器微分后的输出数

据）建立多项式拟合模型，通过该模型计算当前时

刻的输出值或者预见未来的值。实时建模的基本

思想是：认为当前时刻的值只与前一时刻及此前

一段犿个历史值有关，而与更远的过去值没有内

在联系。因此 犿 个输入的编码器观测数据｛狓

（狋犻），犻＝１，２，…，犿｝，采用在线拟合，求得时刻狋犿

后某个时刻狋犻（犻＞犿）的状态估计狕^（狋犻），即为预测

处理，或称为外推；如果求得时刻狋犿 的状态估计^狕

（狋犻），即为滤波处理，也称为端点平滑。随着采样

的进行，观测数据｛狓（狋犻），犻＝１，２，…，犿｝不断地补

充新的犺个数据进来，丢掉最前端的犺个数据，保

持滑动窗（ＳｌｉｄｉｎｇＷｉｎｄｏｗ）的长度为犿，针对不

断更新的犿 个数据进行拟合并输出当前时刻拟

合多项式值作为滤波输出。如果先对编码器输出

数据进行实时拟合处理的话，还需要对处理后的

数据进行标准的一阶向后微分来输出角速率。

这种思想最大的优点是无需大量的历史观测

值，其模型参数可以根据新数据的陆续到来自行

调整，这样即使是缓慢变化的非平稳过程（时变过

程），也能做到随统计数据的变化而变化，预测动

态过程，达到角速率实时测量的目的。

图１　滑动窗实时数据处理示意图
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３　多项式拟合的实现与法方程组病态

　　对采样得到的编码器数据：（狓犻，狔犻）（犻＝１，２，

…，犿），求一个狀（狀＜犿）阶多项式犘（狓），使它在

狓犻点上取值尽量接近狔犻。利用最小二乘准则选

择犪犽（犽＝０，１，…，狀），并设所求的多项式：

犘（狓）＝犪０狇０（狓）＋犪１狇１（狓）＋…＋犪狀狇狀（狓），

（１）

根据文献［６］，在通常情况下，工程上多选取

代数多项式拟合，即取：

狇０（狓）＝１，狇１（狓）＝狓，…，狇狀（狓）＝狓
狀， （２）

可见如何求解拟合多项式犘（狓）的系数即为

算法的核心。这里设点（犪０ ，犪

１ ，…，犪


狀 ）是使下

述多元函数犛达到最小值的点，即：犛（犪０，犪１，…，

犪狀）＝∑
犿

犻＝１
∑
狀

犽＝０

犪犽狇犽（狓犻）－狔［ ］犻
２
的极小值点，从而

犪０ ，犪

１ ，…，犪


狀 将满足方程组：
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犛／犪犽＝０　（犽＝０，１，…，狀）， （３）

可以得到下式：

犪０∑
犿

犻＝１

狇犽（狓犻）狇０（狓犻）＋犪１∑
犿

犻＝１

狇犽（狓犻）狇１（狓犻）＋ … ＋

犪狀∑
犿

犻＝１

狇犽（狓犻）狇狀（狓犻）＝∑
犿

犻＝１

狇犽（狓犻）狔犻， （４）

对任意函数犺（狓）和犵（狓），引入记号：（犺，犵）

＝∑
犿

犻＝１

犺（狓犻）犵（狓犻），则上述方程组可以表示成矩

阵形式如下：

（狇０，狇０） （狇０，狇１） … （狇０，狇狀）

（狇１，狇０） （狇１，狇１） … （狇１，狇狀）

… … … …

（狇狀，狇０） （狇狀，狇１） … （狇狀，狇狀

熿

燀

燄

燅）

犪０

犪１



犪

熿

燀

燄

燅狀

＝

（狇０，犳）

（狇１，犳）



（狇狀，犳

熿

燀

燄

燅）

，（５）

上述方程组（５）即为法方程组。当狇０（狓）、狇１

（狓）、…、狇狀（狓）线性无关时，可以证明它存在唯一

解：犪０＝犪

０ ，犪１＝犪


１ ，…，犪狀＝犪


狀 。

将（２）带入（５）中，可以得到简化后形如：犡犃

＝犢 的法方程组，其中：狓犻 为犿 个编码器输入对

应的时刻，一般令狓犻＝犻，狔犻为对应时刻编码器的

输出。

犡＝

１ 狓１ … 狓狀１

１ 狓２ … 狓狀２

１ … … …

１ 狓犿 … 狓狀

熿

燀

燄

燅犿

　犃＝

犪０

犪１



犪

熿

燀

燄

燅狀

　犢＝

狔１

狔２



狔

熿

燀

燄

燅犿

，

（６）

随着采样的进行，不断有犺个数据进行补充，

丢掉先前犺个数据，这样就实现了实时计算拟合

多项式的系数矩阵犃。

选用常规的代数多项式作为基函数，原则上

解决了最小二乘意义下的多项式拟合问题，但在

实际计算中，随着拟合阶数狀加大和滑动窗中编

码器输入数据（狓犻，狔犻）（犻＝１，２，…，犿）的不断更

新，使得法方程组容易呈现＂病态＂。而编码器的

输入数据是动态变化的，并且是随机的，故使得法

方程组的病态也呈现一定的随机性，会给求解工

作带来一定困难。

研究过程中，曾对阶数为３和４的多项式拟

合模型的法方程组做了病态检测实验：发现模型

为二阶多项式拟合的法方程组出现病态的概率很

小。当滑动窗的长度犿 从３变化到１０００时，法

方程组基本不会出现病态；但是三阶多项式拟合

模型的法方程组出现病态的情况比较多，且具有

随机性。例如：当犿＝３时，法方程组呈“良态”；

当犿＝４时，法方程组是病态的。而且拟合的多

项式阶数越高，出现法方程组病态的概率越高［７］。

根据文献［１０］，当犿 选择较大时，如果拟合

多项式阶数狀选择很低，如选用一阶线性拟合、二

阶多项式拟合时，有时会造成可观的截断误差出

现。可见选择三阶以上的多项式拟合是常用的，

这样就必须考虑法方程组的病态问题。

４　选用正交基函数拟合

　　对于点集｛狓犻｝（犻＝１，２，…，犿），若一组函数

狇０（狓）、狇１（狓）、…、狇狀（狓）（狀＜犿）满足条件：

（狇犽，狇犼）＝∑
犿

犻＝１

狇犽（狓犻）狇犼（狓犻）＝

０　犽≠犼

犃犽 ＞０　犽＝
烅
烄

烆 犼
　（犽，犼＝０，１，…，狀）， （７）

则称狇０（狓）、狇１（狓）、…、狇狀（狓）是关于点集｛狓犻｝

的正交基函数，特别当狇犽（狓）（犽＝０，１，…，狀）都是

多项式时，就称狇０（狓）、狇１（狓）、…、狇狀（狓）是关于点

集｛狓犻｝的一组正交多项式。

可以证明，在前述最小二乘拟合问题中，若函

数类：犙＝｛狇０（狓），狇１（狓），…，狇狀（狓）｝中的基函数

狇０（狓）、狇１（狓）、…、狇狀（狓）是关于给定点集狓犻的正交

函数族，则由上述条件知，在法方程组（５）的系数

矩阵中，非对角线上元素：（狇犽，狇犼）＝０（犽≠犼），因

此法方程组简化为：

（狇０，狇０）

（狇１，狇１）

犗

（狇狀，狇狀

熿

燀

燄

燅）

犪０

犪１



犪

熿

燀

燄

燅狀

＝

（狇０，犳）

（狇１，犳）

　

（狇狀，犳

熿

燀

燄

燅）

，（８）

由正交性质可知，（狇犽，狇犽）≠０（犽＝０，１，…，

狀），（８）中系数矩阵为对角线矩阵，使得法方程组

不存在病态性，而且解方程组是很简单的，容易得

出：

犪犽 ＝
（狇犽，犳）
（狇犽，狇犽）

＝
∑
犿

犻＝１

狇犽（狓犻）狔犻

∑
犿

犻＝１

［狇犽（狓犻）］
２

， （９）
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为了求解犪犽 ，还需要构造正交基函数，在工

程上经常采用的基函数基础上，进行施密特正交

化，得到正交基函数，其具体构建方法如下：

可以证明，对于给定的点集｛狓犻｝（犻＝１，２，…，

犿）利用递推公式：

狇

０ （狓）＝１

狇

１ （狓）＝狓－α１

…

狇

犽＋１（狓）＝（狓－α犽＋１）狇犽（狓）－β犽狇犽－１（狓

烅

烄

烆 ），

（１０）

若设：犱犽＝∑
犿

犻＝１

［狇犽 （狓犻）］
２
　（犽＝０，１，…，狀）

则α犽＋１ ＝
１

犱犽∑
犿

犻＝１

狓犻［狇

犽 （狓犻）］

２，β犽 ＝犱犽／犱犽－１

（犽＝１，２，…，狀－１；狀＜犿）

这样即构建了一组正交基函数，带入（９）即可

以在线求得拟合多项式的系数，再根据公式（１０），

得到正交基函数拟合的狀阶多项式：

犙（狓）＝犪狅狇

０ （狓）＋犪


１狇


１ （狓）＋…＋犪


狀狇


狀 （狓），

（１１）

５　算例分析

　　某光电跟踪测量系统跟踪其前下方一个匀速

运动目标（汽车），如图２所示。通过系统距地面

高度犎，被跟踪目标速度（车速），跟踪起始位置

角度以及终止位置角度等信息（或者跟踪过程视

轴的变化角度Δβ），可以计算出跟踪过程中期望

输出的视轴角速率变化标准曲线，如图３中的光

滑虚线Ａ所示。没有采用正交基函数的三阶多

项式拟合角位移滤波和一阶向后微分相结合的测

速输出如曲线Ｂ所示，而采用正交基函数，同样

算法下测速输出如曲线Ｃ所示。其中编码器采

样周期为２０ｍｓ，滑动窗长度为７５点，即累积７５

个数据后（对应时间为１．５ｓ左右），输出第一个

角速率信息，然后每隔２０ｍｓ，窗滑动一次，进行

数据更新。可以明显地看出，曲线Ｂ的测速精度

不如曲线Ｃ高，通过统计分析得出曲线Ｂ误差的

标准偏差为０．０２８１５°／ｓ，而曲线Ｃ误差的标准偏

差为０．０１３４３°／ｓ。采用正交基函数多项式拟合并

进行微分测速输出的算法是有效合理的，而常规

拟合算法则因为法方程组病态性随着采样进行而

随机出现，产生了一定的拟合误差，进而导致了较

大的测速误差。

图２　俯仰角速率测量实验

Ｆｉｇ．２　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｏｆａｎｇｕｌａｒｒａｔｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｖｅｒ

ｈｅａｄ

图３　优化前后输出与期望输出比较

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｏｕｔｐｕｔｖｓ．ｏｒｉｇｉｎａｌｏｎｅｂｅｆｏｒｅ

ａｎｄａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

６　结　论

　　采用正交基函数的多项式实时拟合滤波能实

时跟踪目标动态位置或者速度的变化，模型具有

自适应性，能实现信息的不断更新。而对于常规

算法，特别是拟合多项式阶数大于等于３时，运算

过程中无法保证每次数据更新所确立的法方程组

的良态性，由于其病态的随机性，使得常规拟合算

法下编码器测速精度下降。实践表明：采用基于

正交基函数的实时拟合算法，提高了角度测量精

度，进而提高了测速精度。在光电跟踪测量系统

中，通过该算法可以利用角度测量元件进行高精

度的测速应用。
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